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摘 要:模糊概率积分是模糊数学的一个重要部分，是将模糊概率与积分相结合的一种积分形

式。通过 t －模和 s －模定义条件设计了一个似乘算子和似和算子，又构建了一个全新的可信测
度，并在可信测度空间下结合似乘算子重新定义了 Sugeno 模糊概率积分，根据新的 Sugeno 模糊概
率积分定义获得了该积分相应的线性和非线性性质，并给出相应的证明，这为 Sugeno 模糊概率积
分理论的丰富和发展提供依据。
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Abstract: Fuzzy probability integral is an important part of fuzzy mathematics，and it is an integral form which
combines fuzzy probability with integral. In this paper，a quasi-multiplication operator and a quasi-sum operator are
designed by using the definition conditions of t-triangular module and s-triangular module. A new credible measure
is constructed. The Sugeno fuzzy probability integral is redefined by combining the quasi-multiplication operator in
the trusted measure space. According to the new definition of Sugeno fuzzy probability integral，the corresponding
linear and nonlinear properties of the integral are obtained，giving the corresponding proof. All these provide the
basis for the enrichment and development of Sugeno fuzzy probability integral theory.
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0 引 言

1974 年，日本学者 Sugeno首先提出了模糊测度
与积分的概念。模糊测度作为一个全新的理论得到
了快速的发展。模糊积分作为由传统积分演化而来

的一种积分，具有两种形式一种是具有可加性的模

糊积分; 另一种是不具有可加性的模糊积分，后者是

现在研究的主要内容。
1984 年王震源［1］定义了集函数的“自连续”与

“零可加”。2002 年 HABIL E 等［2］研究了经典概率
论在模糊概率论中是否具有有效性的问题，由此提



出了模糊概率的概念，并将一般变量演变为模糊随

机变量，在模糊概率条件下证明了中心极限定理。
2003 年［3］EN-LIN L 等利用区间概率对模糊事件
的随机变量进行了研究，最终得到了模糊概率定理，

与此同时还对其数学期望和方差的相关内容进行了

研究。2005 年 MESIAＲ Ｒ［4］首先对一般的模糊积分
及性质进行了研究，又对正则模糊积分进行了研究，

最后将模糊测度与积分进行了总结。2006 年成和
平［5］对模糊值函数的 Sugeno积分进行了研究，得到
了当函数 a. e. 相等时，两个函数积分极限相等; 函
数积分、极限均相等时，两个函数积分极限相等。

2010 年曹兴阳［6］先从经典测度的角度研究了
随机变量的收敛性，又运用概率论语言对概率进行

了研究，并对其收敛性进行分析。同年，李艳红
等［7］在广义 Sugeno条件下，对一种非负可积函数积
分的确界形式进行研究，又得到了一些运算性质。
MEＲIGO J M等［8］在模糊概率中加入加权平均算子
来进行广泛的聚合运算。
模糊积分在模糊数学中占有重要的地位，其中

非可加的模糊积分受到学者们的广泛关注［9-15］，
2012 年 Liu Y［16］等在直觉模糊值 Sugeno 积分的基
础上研究了区间模糊值 Sugeno 积分。2015 年
HALA Ｒ等［17］对离散 SUGENO积分进行分析得到
了一些新的性质。SMＲEK P［18］在 2015 年对几种
Sugeno积分进行了对比分析。2016 年 TAJNEＲ-
PAPUGA I［19］以模糊测度为背景建立积分，得到了
Sugeno积分特定模糊量的均值。2017 年时婧婧［20］

构造了模糊贝叶斯概率评估模型，用来解决网络信

息安全问题，得到了较好的效果。
本文主要通过 t －模和 s －模定义条件设计了

一个似乘算子和似和算子，重点对似乘算子进行了

研究，在可信测度空间上结合似乘算子，重新定义了

广义 Sugeno模糊概率积分，根据演化的 Sugeno模糊
概率积分定义获得了此积分的一般性质及弱绝对连

续性，并给出了可测函数 a. e. 相等时，测度是零可
加的等一些定理的证明。

1 预备知识

定义 1 设 X为非空集合，由 X 的一些子集构
成的 σ － 代数即为 F，集函数 μ: F→［0，∞］是 F上
的模糊测度，若满足:

1) μ( ) = 0;
2) A∈ F，B∈ F，A Bμ( A) ≤ μ( B) ;

3) A1  A2… An…，An∈ F，∪
∞

n = 1
An∈ F，

n = 1，2，…

μ( ∪
∞

n = 1
An ) = lim

n→∞
μ( An ) ( 下连续) ;

4) A1  A2… An…，An∈ F，∩
∞

n = 1
An∈ F，

n = 1，2，…，
且n0 使

μ( An0 ) ＜ ∞μ( ∪
∞

n = 1
An ) = lim

n→∞
μ( An ) ( 上连

续) 。
当 μ满足1) ，2) ，3) ，μ称为下半连续模糊测度;

当 μ满足 1) ，2) ，4) ，μ称为上半连续模糊测度。
若 μ是可测空间( X，F) 上的模糊测度，则( X，

F，μ) 称为模糊测度空间。
定义2 若X为有限集合，X所有子集构成的集

合即为 P
～
( X) ，集函数 μ: P

～
( X) →［0，1］若满足:

1) μ( ) = 0，μ( X) = 1;

2) E ∈ P
～
( X) ，F ∈ P

～
( X) ，E ∈ F，则 μ( E)

≤ μ( F) 。

则称 μ是定义在 P
～
( X) 上的正则模糊测度。

定理 1 概率空间为( X，A，P) ，概率测度 P:
A→［0，1］满足以下条件:

1) P( X) = 1;
2) i≠ j，Ai ∩ Aj = ，

则 P( ∪
∞

An ) = ∑
∞

P( An ) 。

如果{ An} 满足 A1  A2 … An …，则称
{ An} 为单调增序列，记为“An”;
如果{ An} 满足 A1  A2 … An …，则称

{ An} 为单调减序列，记为“An”。
定义 3 设 f是模糊测度空间( X，F，μ) →［0，

∞］的可测函数，记
Nα ( f) = { x | f( x) ＞ α} ( α∈［0，∞ ) )

则 f对于 μ在 A( A∈ F) 上的 Sugeno积分( S) ∫Afdμ
定义为

( S) ∫Afdμ = sup
α∈［0，∞］
［α∧ μ( A∩ Fα) ］

定义 4 映射 Τ: ［0，1］×［0，1］→［0，1］，若
a，b，c，d∈［0，1］满足:

1) 交换律: Τ( a，b) = Τ( b，a) ;
2) 结合律: Τ( Τ( a，b) ，c) = Τ( a，Τ( b，c) ) ;
3) 单调性:
a≤ c，b≤ dΤ( a，b) ≤ Τ( c，d) ;
4) 边界条件: Τ( 1，a) = a
则称 Τ为［0，1］上的 t － 模算子。
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2 主要结果

定义 4 设映射 T: ［0，1］ ×［0，1］→［0，1］，
a，b∈ ( 0，1］，构造似乘算子:

a
·

b = ab
( a + b) － ab

定理 2 模糊似乘算子
·
为［0，1］上 t － 模模

糊算子，构造的似乘算子满足 t － 模的四个基本
条件:

1) 交换律: T( a，b) = T( b，a) ;
2) 单调性: 若 a≤ c，b≤ d，则
T( a，b) ≤ T( c，d) ;
3) 结合律:
T( T( a，b) ，c) = T( a，T( b，c) ) ;
4) 边界条件: T( 1，a) = a。
证明:

1) a，b∈ ( 0，1］，a
·

b = b
·

a。
2) a，b，c，d∈ ( 0，1］，a≤ c，b≤ dab≤ cd，

a + b≤ c + d则
ab

( a + b) － ab≤
cd

( c + d) － cd

所以 a
·

b≤ c
·

d。

3) ( a
·

b) 
·

c = ab
( a + b)( )－ ab


·

c =

abc
ab + bc + ac － 2abc =

a
·
( b

·
c)

4) a∈ ( 0，1］，a
·
1 = a

a + 1 － a = a。

故
·
为映射 T: ［0，1］×［0，1］→［0，1］上的

t －模算子，似乘算子公式 a
·
b = ab

a + b － ab成立。

定义 5 设映射⊥: ［0，1］×［0，1］→［0，1］，
a，b∈［0，1］，构造似和算子:

a
·

b = a + b
1 － ab

定理 3 模糊似和算子
·
为［0，1］上 s － 模算

子，构造的似和算子满足 s － 模的 4 个基本条件:
1) 交换律: ⊥ ( a，b) =⊥ ( b，a) ;
2) 单调性: 若 a≤ c，b≤ d，则
⊥ ( a，b) ≤⊥ ( c，d) ;
3) 结合律:
⊥ ( ⊥ ( a，b) ，c) =⊥ ( a，⊥ ( b，c) ) ;

4) 边界条件: ⊥ ( a，0) = a。
证明:

1) a，b∈［0，1］，a
·

b = b
·

a。
2) a，b，c，d∈［0，1］，a≤ c，b≤ dab≤ cd，

a + b≤ c + d则
a + b
1 － ab≤

c + d
1 － cd

所以 a
·

b≤ c
·

d。

3) ( a
·

b) 
·

c = a + b
1( )－ ab


·

c =

a + b + c － abc
1 － ab － bc － ac =

a
·
( b

·
c)

4) a∈［0，1］，a
·
1 = a + 0

1 － 0 = a。

故
·
为映射⊥: ［0，1］×［0，1］→［0，1］上 s － 模

算子，似和算子公式 a
·

b = a + b
1 － ab成立。

下面给出一种特殊的模糊测度———可信测度:
定义 6 设 μ: F→［0，1］称为( X，F) 上的一个

可信测度，F表示一个 σ － 代数。当且仅当:
1) 处为零: 当∈ F时，μ( ) = 0;
2) μ( X) = 1;
3) 单调非减性:A，B ∈ F，A  Bμ( A)

≤ μ( B) ;
4) 可信性: 若 μ为( X，F) 上的集函数，μ' 为( X，

F' ) 上的集函数，F  F' 且 A ∈ F，则有 μ( A)
= μ' ( A) ;

5) 上连续性:{ An} ∈ F，A1 A2 A3…An

…，且存在 n0，使 μ( An0 ) ＜ 1，∩
∞

n = 1
An ∈ F，则有

lim
n
μ( An ) = μ( ∩

∞

n = 1
An ) 。

则称为可信测度，可信测度是概率测度的一种特殊

形式，( X，F，μ) 称为可信测度空间。当且仅当A，B
∈ F，μ( B) = 0且 A∩ B = ，取 Bn = B( n = 1，2，
…) ，有limμ( Bn ) = μ( B) = 0称可信测度 μ是零可
加的，即 μ( A∪ B) = limμ( A∪ Bn ) = μ( A) 。
定理 4 设 μ是 F上的可信测度，μ' 是 F' 上的

可信测度，A，Ac∈ F，μ( A) + μ( Ac ) = 1，则 μ满足下
连续性。
证明: 由题意可知，对{ An}  F，F F'，A1

A2 … An …，有
A1

c  A2
c … An

c …，且

lim
n
μ( An

c ) = μ( lim
n
An

c ) = μ( ∩
∞

n = 1
An

c ) =
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lim
n
μ' ( An

c ) = μ' ( lim
n
An

c ) = μ' ( ∩
∞

n = 1
An

c )

故有
lim
n
μ( An ) = 1 － μ( Ac ) =

1 － lim
n
μ( An

c ) = 1 － μ( ∩
∞

n = 1
An

c ) =

1 － μ( ( ∪
∞

n = 1
An )

c ) = μ( ∪
∞

n = 1
An ) limn μ' ( An ) =

1 － μ' ( Ac ) = 1 － lim
n
μ' ( An

c ) =

1 － μ' ( ∩
∞

n = 1
An

c ) = 1 － μ' ( ( ∪
∞

n = 1
An )

c ) =

μ' ( ∪
∞

n = 1
An ) = lim

n
μ( An )

因此 μ是下连续的。
下面对可信测度空间下的广义 Sugeno 模糊概

率积分进行研究:

定义 7 设( X，F，μ) 是可信测度空间，f ∶ X →

［0，1］是可测函数，μ为可信测度，
·
是模糊拟乘算

子，A∈ F，将 f 在 A 上关于 Sugeno 模糊概率积分

∫Afdμ定义为
∫
A

fdμ = sup
α∈［0，1］
［α

·
μ( Nα ( f) ∩ A) ］

称∫
A

fdμ为在 A上 f的模糊似乘算子的 Sugeno模

糊概率积分。其中
Nα ( f) = { x | f( x) ≥ α，x∈ X} ( α∈［0，1］)

当∫
A

fdμ≤1时，在A上 f是可积的，X上所有非负可积

函数组成的集合即 L1
+ ( X) 。

定理 5 设( X，F，μ) 是可信测度空间，A∈ F，f

是可测函数且 f∈ F，μ为可信测度，∫
A

fdμ为在 A上 f

的模糊似乘算子的 Sugeno模糊概率积分，f1 ∈ F，f2
∈ F，则:

1) 若 f1 ≤ f2，则

∫Af1dμ≤ ∫Af2dμ;
2) 对c∈［0，1］，

∫Acdμ = c
·
μ( A) ;

3) 若 A B，则

∫Afdμ≥ ∫Bfdμ;
4) ∫A ( f1 ∨ f2 ) dμ≥ ∫Af1dμ∨ ∫Af2dμ;
5) ∫A ( f1 ∧ f2 ) dμ≤ ∫Af1dμ∧ ∫Af2dμ。
证明: 1) 因为 f1 ≤ f2，根据定理 2 和定义 7 可知，有

∫Af1dμ － ∫Af2dμ =

sup
α∈［0，1］
［α 

·
μ( A ∩ Nα ( f1 ) ) － α 

·
μ( A ∩

Nα ( f2) ) ］ =

sup
α∈［0，1］

α·f1
α + f － α·f －

α·f2
α + f2 － α·f[ ]

2

=

sup
α∈［0，1］

α2·( f2 － f1 )
( α + f1 － αf1 ) ( α + f2 － αf2

[ ]) ≤ 0

所以∫Af1dμ≤ ∫Af2dμ，以下证明同理。
2) α∈［0，∞］，Nα ( c) =

X α≤ c
 α{ ＞ c

，

∫Afdμ = sup
α∈［0，∞］
［α

·
μ( Nα ( c) ∩ A) ］ =

c
·
μ( A)

即∫Acdμ = c
·
μ( A)

3) 因为 A B，α∈［0，1］，( A∩ Nα ( f) ) 
( B∩ Nα ( f) )
又因为 μ具有单调性，所以
μ( A∩ Nα ( f) ) ≥ μ( B∩ Nα ( f) ) 故

∫Afdμ≥ ∫Bfdμ
4) A∈ F，f1，f2 为可测函数，

∫A ( f1 ∨ f2 ) dμ =

sup
α∈［0，1］
［α

·
μ( Nα ( f1 ∨ f2 ) ∩ A) ］≥

sup
α∈［0，1］
［α

·
μ( Nα ( f1 ) ∩ A) ］∨［α

·
μ( Nα ( f2 )

∩ A) ］ =

∫A ( f1 ) dμ∨ ∫A ( f2 ) dμ
5) A∈ F，f1，f2 为可测函数，

∫A ( f1 ∧ f2 ) dμ =

sup
α∈［0，1］
［α

·
μ( Nα ( f1 ∧ f2 ) ∩ A) ］≤

sup
α∈［0，1］
［α

·
μ( Nα ( f1 ) ∩ A) ］∧

［α
·
μ( Nα ( f2 ) ∩ A) ］ =

∫A ( f1 ) dμ∧ ∫A ( f2 ) dμ
综上所述，结论成立。
定理 6 ( 弱绝对连续性) 设 f ∈ L1，则对任意

的 ε ＞ 0，都至少存在一个 γ ＞ 0，当 A∈ F，μ( A) ＜

γ时，有∫Afdμ ＜ ε。

证明: 假设结论不成立，则 ε0 ＞ 0，n ∈ N
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时，An ∈ F，当 μ( An ) ＜
1
2n时

∫An fdμ≥ ε0

但由定义 2. 2 知

∫An fdμ = sup
α∈［0，1］
［α

·
μ( An ∩ Bα) ］≤

sup
α∈［0，1］

μ( An ∩ Bα ) ≤

μ( An )

因此

ε0≤∫En

fdμ≤ μ( An ) ＜
1
2n→0，n→∞，该形式

并不存在，故假设不成立。
定理7 设( X，F，μ) 是可信测度空间，μ是可信

测度，f∈ L1
+ ( X) ，A∈ F，则

∫
A

fdμ = sup
E∈F
［inf

x∈E
f( x) 

·
μ( E∩ A) ］

证明:α∈［0，1］，x∈ Nα ( f) ，f( x) ≥ α左右同取
下确界:

inf
x∈Nα( f)

f( x) ≥ inf
x∈Nα( f)

α = α

因为模糊似乘算子
·
具有单调性，Nα ( f) ∈ F，

α
·
μ( Nα( f) ∩A) ≤ inf

x∈Nα( f)
f( x) 

·
μ( Nα( f) ∩A) ≤

sup
E∈F
［inf

x∈E
f( x) 

·
μ( E∩A) ］

式子左右同取上确界，且式子右边与 α无关，α∈
［0，1］，从而

∫
A

fdμ = sup
α∈［0，1］
［α

·
μ( Nα ( f) ∩ A) ］≤

sup
E∈F
［inf

x∈E
f( x) 

·
μ( E∩ A) ］

又有E∈ F，对式子两端同时取下确界:
设 β = inf

x∈E
f( x) ≤ f( x) ，β ∈［0，1］，可得 E 

Nβ ( f) ，根据
·
的单调性，有

inf
x∈E

f( x) 
·
μ( E∩ A) ≤ β

·
μ( Nα ( f) ∩ A) ≤

sup
α∈［0，1］
［α

·
μ( Nα ( f) ∩ A) ］ = ∫

A

fdμ

再对式子左右同取上确界，等式右边与 E无关，所以

sup
E∈F
［inf

x∈E
f( x) 

·
μ( E∩A) ］≤∫

A

fdμ综上所述，结

论成立。
定理8 设( X，F，μ) 是可信测度空间，μ是可信

测度，对任意 A∈ F，f，g∈ L1
+ ( X) ，f = ga. e. ，当且

仅当 μ是零可加的，∫
A

fdμ = ∫
A

gdμ。

证明:

充分性: 因为 f = g，a. e. ，设 B = { x ∈ X; f( x) ≠
g( x) } ，则 μ( B) = 0，α∈［0，1］，x0 ∈ Nα ( f) ，即
f( x0 ) ≥ α。
当 f( x0 ) = g( x0 ) 时，x0 ∈ Nα ( g) ;
当 f( x0 ) ≠ g( x0 ) 时，x0 ∈ B，因此 Nα ( f)  Nα ( g)
∪ B。
因为 μ具有单调性和零可加性，则有

μ( Nα ( f) ) ≤ μ( Nα ( g) ∪ B) = μ( Nα ( g) )
则

∫
A

fdμ = sup
α∈［0，1］
［α

·
μ( Nα ( f) ) ］≤

sup
α∈［0，1］
［α

·
μ( Nα ( g) ) ］ = ∫

A

gdμ

f与 g互换位置，α∈ ( 0，1) 依然可得 Nα ( g)

 Nα ( f) ∪ B成立。因此同理可得∫
A

fdμ≥ ∫
A

gdμ。

故∫
A

fdμ = ∫
A

gdμ。

必要性( 反证法) : 若 μ 不具有零可加性，则有
A ∈ F，B ∈ F，μ( B) = 0，但 μ( A ∪ B) ≠
μ( A) μ( A∪ B) ＞ μ( A) 。

现 规 定 f( x) = 1 x∈ A
0 x{ A

，g( x) =

1 x∈ A∪ B
0 x A∪{ B

，显然 f，g∈ L1
+ ( X) 且

{ x∈ X; f( x) ≠ g( x) } =
( A － A∪ B) ∪ ( A∪ B － A) =
( A∩ ( Ac ∩ Bc ) ) ∪ ( ( A∩ Ac ) ( B∩ Ac ) ) =
B∩ Ac  B

因此
0 ≤ μ( { x∈ X; f( x) ≠ g( x) } ) ≤ μ( B) = 0f

= g有

∫Agdμ = sup
α∈［0，1］
( α

·
μ( Nα ( g) ∩ X) ) =

sup
α∈［0，1］
( α

·
μ( Nα ( g) ) ) =

sup
α∈［0，1］
( α

·
μ( A∪ B) ) ∪

sup
α∈［0，1］
( α

·
μ( ) ) =

( 1 
·
μ( A∪ B) ) ∪ 0 =

μ( A∪ B)

同理可证∫Afdμ = μ( A) ，因此可得 μ( A ∪ B) =

μ( A) ，与前面假设矛盾，故结论成立。
定理9 设( X，F，μ) 是可信测度空间，μ是可信

测度，f∈ L1
+ ( X) ，A∈ F，如果在 A上 f = 0a. e. ，
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则∫
A

fdμ = 0。

证明: 设
B = { x∈ A; f( x) ≠ 0} = { x∈ A; f( x) ＞ 0} ，

C = { x∈ A; f( x) ≠ 0} ，
则 A = B∪C，A∩B = ，μ( B) = 0，α∈ ( 0，1］，
有

0 ≤ μ( Nα ( f) ∩ B) ≤ μ( B) = 0，
Nα ( f) ∩ C = { x∈ A; α≤ 0} = 

因此

∫
A

fdμ = sup
α∈［0，1］
［α

·
μ( Nα ( f) ∩ A) ］ =

sup
α∈［0，1］
［α

·
μ( Nα ( f) ∩ ( B∪ C) ) ］ =

sup
α∈［0，1］
［( α

·
μ( Nα ( f) ∩ B) ) ∪ ( α

·

μ( Nα ( f) ∩ C) ) ］ =

sup
α∈［0，1］
［α

·
( 0 ∪ μ( ) ) ］

= 0
综上所述，结论成立。

3 结 论

本文构造了一个模糊似乘算子和似和算子，证

明该算子满足 t －模和 s －模条件，又建立了一个新
的测度空间—可信测度，主要研究了在可信测度空
间下将模糊似乘算子与 Sugeno 模糊概率积分相结
合得到的新积分形式并证明相关的定理和性质均成

立。对于模糊似和算子的部分将在后续研究中作为
重点内容进行深入研究。
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